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Sehr geehrter Herr Bernays,

Ich m#%teile Thnen den ﬁri;%¢§gg ich Herrn Gddle geschrisben
habe.Er enthilt gewisse Uberlegungen die vielkicht Sie intsred-
sieren k6nnen.Sie werden darin die genaue Tragweite meines "heso-
rems iibar die Widerspruchlosigkeit der Arithmetik findenfwie ich
es Ihnen schon gssagt habe,ist in meinen frgebnissen die unbe-
schrénkte Benutzung des <&-Axioms immer gastattet).In méiner
Arithmetik ist das Axiom der Vollstimdigen Induktion beschrénkt,
aber man darf allerlei 8ndere Funktionen benutzen als diejenige
die durch einfache Rekursion definiert sind:in dieser Richtung,
scheint es mir dass mein Theorem etwas weiter geht als das Ihrige.

Ich suche auch in diesem Brief zu zeigen wie Ihre Zrgebnisse
mit dlesen von G&dle iibereinstimmen k&nnen.

s schien mir besser Ihnen diesen Brief zqschickan ,als
alles das Ihnen madmdlich zu erzthlen,denn was geschrieben ist,
ist immer renauer als was gesprochen ist.dbsr ich wiirde mich
sehr freuen mit Ihnen von allen diesen Fragen noch einmal zu

sprechen,bevor Sie nach G&ttingen vafiick fahren.

Hochachtungsvoll,

Thr sehr ergebsner

AN

J.H7R3RAND -
bei Ehrman

Yommsenstr.47 (Chlttbg)
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Sshr geshrier Herr “Hdled

Ich schicke Ihnen gleichzeitig Sonderabdritcke einiger_meingr
Arbeiten von mathematischer Logik.Herr v.Neuman hatte mir von Ihren
Arbelten geaprochen,und vor Kurzem hgi Herr Bernays Eix eine Korrek-
tur Ihrey ntchsten Abha_ualur;g mitgeteilt.Sie hat mich sehd interes-
slert,und ich méchte hier e'iriige Bemerkungen machen,die Thre Ergeb-

nisse mir zum Gedanken bringen.

P - heacans

Betrachten wir die Ardthmetik;ich mSchte zuei'st ihre Axiome
genau schreiben.¥ir haben darin nur ein Variablen-Typus,eine Kons-
tants,0,eine Funktion x & f,'und sinen primitiven Ausdruck % =3y .

Wir hsben die Ublichen Axiomen:
e dan Quéuso?nu\ A xomme
n = N a-=‘}3‘}:m— ""‘}XJ"}.D.'Les’
o i H=0 (1)

‘\-+l=‘3+1_ =. mc\}

und 36 Axiom der vollst:ndigen Induktion:

TIQ 7o (). q’x;) Poa sy D) (o) P (2)

Nennen wir dieses Axiomg (2') wenn wir fordern dsss in P
keine gebundenen Variablenfkeine Sein- oder All-zeichen)Stehen.

Ausgerdem,haben wixr in Arithmetik andore Funktionen,zum Beis-

piel 2 durch Rekursion definiertef Funktionen ydle ich werde




z |
wit folganden 'xiomen cefinisrven.Nehmen wir an dans wir alle 81e¢
Funktionen «Dﬂ%[x«, % .. "‘fx, ) elner gewissen endlichen oder unondlichen
tenge F definieren wollen.lede {fn [mi ) wird gewissa Defini-
tionsaxiome Hsben,mlle d4iese Aziome werde ioch adle Axiome (3 F)
P nenncns Dicge Axiome wordsn folgende 3adingungen genlgen:
%1.4) 2 I)Die Definitionsaxiome vom —5)4‘, enthalton,avs=oxrdem
led e 1{« ,0ur Punktionen von kleinti Index.
P‘:J i, 2)Nese Axiome efithalten nur frele Vnriablen und Fonstanten.
b r=led) s S)Ha;zsué;%;é_gzintaitunniatiaem;!! Bewaison,zeisen kbnnsn,dnss
oI o 0 en nigiioh sdeVFunkticren fir jedas bdestimmtes Werteystem ihrey
- spgumente mit 8iessn Axioman eindeutig su bderschnen.
Zum Belapiel, haben wir folgende “eispisle:
a)Dte Funktionen x + y und X.¥ ,dte dio Menge (=, machen,dte
(/_.' fafintazixetnd pit folgerden Axiomen Jefin‘ert sind:
: 3 = (-
,{/ {;J of Horaee ar(y #1) = (2rp) } fot =on
fme = atfagee 20 T° SS St ol Baks
»'-—c/ ’/\/5 b)Ihre ¥ rekursiven Funktionen, 3”:- (~, - "“n‘./L .(1ch werde
4»#<g/~7 1nre uenge dupoh 1?2 bazeichnen),nit fo'gendan Axiocmen definiert.
< . (020 e ) = F o oy Rh—
S (R, 0.0 0 w)= P (91, ‘f(&, 1 RERR TN S P NE S ¢

¢)Abor in woinem allgsmeinen dchema,¥nnen viel andere Funktienan
gofiniert soin.nehmen wir gum Beispiel die Hildert'sche Punkilon
(in seiner ‘bhandiutg “Uber die Unendliohe®), §(x, o, o ,0%e mit

rolgenden ‘xicwen definlert 1at:
T(M'.H'a’ e) = \r(ﬂ/ m/‘f(“*“f;&,g"))
a

! e aFaks
% (o, @ 0) = a+b PN e e = p(nap 2,01)

I)Bemorken wir zuorst dass leder intuitionnisticher Bewdis,kann
in einoy Apithmetik gofthrt terden,ﬁﬁi- noy die *xiome I,2' und 3!
fuq eino gowisse longe F wvon Funktionsn{die von dem Dew-is abh.‘?qgg,)
e
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Und jeder Bewdis in dieser Arithmetik,dfer keine gebundene
Varisblen besitzt,ist intuitionnistisch:dlesek Tatsache hingt
von der Definition unserer Funktionen ab,und man kann os unmittel.
bar sehen.

Eine Theorie mit den Axiogen I,2' und 3 F ,warde ich durch
I+2'+3 F bezeichnan. )

2)Bs folgt unmittelbar aus meiner Methoden dass alle diese Theowlan
I +2'+3 F widerspruchslos sind{wenn wir geburdene Variablen
b3jut zen). !

5)Sie haben bewiesen,d ss,wenn man Ihre Mathoden einer Arithmetik
mit den Punktionan [ aiwenden kann,man die Funktionen E}
braucht{um Ihre Funktiommm zu bauen).Im allgemein,wenn man Ihre
Methoden einer Arithmetik mit den Funktionen einer Menge F anwen-
den will,braucht man eine gréssere M:nge von Funktionen{man kann
o8 gonau boweisen:as 1st sehr leicht).

4)sie beweisen,dass I + 2 + 3" mit I +2 + $' equivalent ist
(aber man kann nicht beweisen dass I + 2' + 37 mit I + 2' + 3'
equivalent ist), Herr Bernays hat mir gesagt dass er die Widerspruch.
losigkeit von I + 2 + 3' bewiesen hat;aws Ihren M;;;;den folgt dass
seiner Bewsis nicht in I + 2+ 3' formalisierbar ist,und auch nicht
in I + 2 + 3";gkxx mit anderen Yorten,in seinem Bewais mussen
gewisse Funktionsn lieggh,die nicht der Addition und der Multipli-
kationfwio Ihre rekursiven Funktionen)reduziervar sind.In meinem )
Buxkgxaks Bowels,im Gegenteil,braucht das nioht der Fall zu sefn.

Aber man sioht leicht dass viele andere Funktionen sls &8ie

rekursiven Funktionen der Addition und der Multiplikation reduzibe!l
sind.Rexxekeintxutrxninkkxunmipgttzy Es it mir gar nicht gelungen
eine solche Funktion zu ersimnen dis nioht diese Eigenachaft besibik
Ein Befispiel einer solchen Funktion(der aus dem Bernays'schen

Bewels susgezogen sein muss),wlipde eehr intersssant sein.




5)Ich bin so der folgondon Bemerkung gefthrt:ich verstehe gar niohf :
wle es m8glich sei,das~ :s intuitionnistische Sewelise gibt,dle

nicht im Russel'schen System formalisierbar sind;mit anderen Worten
wie 08 elne Arithmetik mit den Axiomen I + 2+ 3 F geben kann,die
nicht in diesem System tibersetzbat ist.Nur ein Beis:iel konnte
mich davon Uberzeugenjaber ich glaube nicht dass man beweisen kann
dass Jedsr intuitionnistischer Bewels in Russel'schen System forma-
lisierbar ist,und auf folgenden Griinden: _
Eehmon wir an daes wir sine gewisse lienge E von Funktionen haben,
mit gowissen ‘xiomen,so dsss man immey feststellen kann ob gowlsse
Dafinitionsaxioms unter é¢iesen Axiomen sind,oder nicht.kan kann
imrer,unter diesen Bedingungen,andere Funk! ionen @afinieren,die

von allen den vorigen verschiden sind.Yan gieht dasd mit dem Diago-

nalverfahren:man kann 1mmer,1ntuitionnistisoh,ein Verfahren beschrie -
Funktionen unter dem Form {%;(%7
(e=053-) schreiben; &hn ist die Fu*ktion fm@l—) -1

den anderen w~d ves outbincbgre. .
von allen Rt¥xmx verschisfen. (Um Ihre Hathoaen oiner Arithmetik

en um alle

die alle die Funktionen der ¥enge E enth&lt _zu snwenden,muss man

imrer é&fi%\Funktioncw bauen:darans kommt #as ich in 2)sagte.)
Mit anderen Worten,ist es unmglich alle die Verfahren Funkt ionen

intuitionnistisch zu bauen genau zu beschreiben:wenn man solche
Verfahren beschreibt,gibt os immey Funktipnen die nicht mit diesen
Verfahren gebaut sein k8nnen:man kann nioht di6 intuitionnistischen
Methoden mit einer endlichen Zahl von Borten besohreiben. Diesey
Tatsache scheint mir sehr merkwiirdig,

Sie verat&rkt_meine Uberzeugung dassaw es unmiglich istR¥XH
. zZu beweisen dags jeder intui-

. = .. 3 oasi 2 7 _'
tionnistischer Beweis im Ruasel schen System formaliaierbar ist,

aber dass man nie ein Gegenbeispiel finden wird.Man wird vielleicht




gezwungen sein,dort eine Art vom loglschen Postulal anzunehman.

Entschuldigen Sie diese langen Uberlegungen,die vielleicht,
wegen meiner schlechten Kenntnie der deutschen Sprache,nicht
vollkommen klay sind.Aber es sind in diesen Fragenm noch viel
goheimnisvolle Tatsachen,und diese Frage der Formalisierung der
intuitionnistischen Beweise scheint mir -ehr wichtig zu sein,
fiir die philosophische Meinung der Metamathematik.

Hochachtungavoll,
Ihr sohr ergabeney

J HERBRAKD _

Ich bin nur noch mim filr ein kurzes Z2sit in Berlin;meine gewBhnlich.
Adresse ist:

J0 Rue Viollet le Duc,

 PARIS (9)
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